Logaritmi (definizioni)

L ogaritmi e potenze:

Nel precedente modulo abbiamo detto che, dato il numero
reale b ed un numero intero positivo n, se esiste un numero
reale x tale che:

X'=b (1)

X e unaradice ennesima di b. In sostanza quindi laricerca di
una radice consiste nellaricerca di una base incognita di una
potenza.

Affrontiamo ora un problema analogo: dato il numero reale b
gualsiasi ed un numero reale positivo a, Se esiste un numero
reale x tale che:

a‘=b (2)
diremo che x eil logaritmo di b in base a. Quindi questa volta
I'incognita e |'esponente e non piu la base.
Esempi

. 2X=8 eérisoltaper x = 3, infatti 2° =

8 per cui diremoche 3 eil logaritmodi 8inbase?2
« 9°=81 eéerisoltaperx =2,
infatti 9° = 81 per cui diremo
che2 il logaritmodi 81inbase9 3)
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« 5°=0.2 érisoltaperx= -1,
infatti 571 = é = 0.2 per cui diremoche —

1eil logaritmodi 0.2inbase5
Sexeil logaritmo di b in base a scriveremo:

X =log, b a>0 (4)
Quindi per a>0:

Xx=log,b < b=a" (5)
Esempi

« 3=l0g,8 <<= 2°=8
2 = log, 81 = 9‘ =81

« —1=10g;0.2 = 5—1=-é =0.2
+ —2=10g,,0.01 = 107°=
1 1
= — =001
102 100

05=10gg3 & 9°=9:=+/9=3

%:Iogz73 = 273=+27 =3

(6)
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1=logs3 < 3'=3
2=log:5* &= 5°=5

48 = logs 548 =

1
—48:|Og5@ — @—

Continuatu:
Esercizi
vetrificache

« logs1=0
« log,1= 0 perqualsias arealepositivo

. Iog_% é =3

Calcola (7)

1
. Iog_é 5

. Iog_%8
e log: 2
g

Comeli avrei svolti io
Esercizi

« log,1=0 & 2°=1

e log:1=0 < 5°=1

« log, 1=

0 perqualsiasi arealepositivo < a’=1
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Ma quando esisteil logaritmo?
Dato un qualsiasi numero ed una qualsiasi base esiste sempre
Il logaritmo di quel numero nella data base? E ammesso che
esista ce n'e uno solo o puo accadere, come per le radici che
cenesapiu duno?
Cominciamo con calma:

Ricordache:

log, b = x scesolose  a‘=b
edallora

m Seberealepositivoedaunreale
positivodiversoda l, alloral'equazione
a“=b a>0 azl b>0 (9
haunaed unasola
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soluzione(il perche sarafacilmente
comprensibileduranteil corso).
Quindi il logaritmodi un numero
positivoinunabase positivadiversa
dal esistesempreed e unico.
M Seberealepositivoeda =1,
aloral' equazione
1*=b b>0
non hasoluzioni seb +
1 (1 elevato ad unaqualsiasi potenzaésemprel),

mentreinvece hainfinitesoluzioni seb = (10)
1(1* = 1 per qualsiasi x).
Quindi |'equazione 1* = boéimpossibile
(b # 1) oppureeindeterminata(b = 1);
conclusione: nonedefinitoil logaritmoinbasel.
m Seberealepositivoeda= <0,
aloral' equazione
a‘=b b>0 a<0
ha soluzioni solo per particolari (1)

valori di b (ricordache a* édefinita
per ogni xrealesolosea > 0).
Quindi non viene definito il
logaritmo in base negativa.
m Seberealenegativoeda
positivodiversodal, alloral'equazione
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a‘="b a>0 a1l b<O
non ha
soluzioni : essendo labase positivaqualunquesia
| esponente a* non puo essere negativo.
Quindi non e definito il
logaritmo di un numero negativo.
B Infineancheseb =
Oedapositivodiversodal, |'equazione
a*=0 a>0 a=z1l
non ha (13)
soluzioni : essendo labase positivaqualunque
sial' esponente a* non puo esserenullo.
Quindi non e definito il logaritmodi O.

Conclusione
Il numero reale
x = log, b (14)

e I'esponente al quale occorre elevare la base a per ottenere il
numero b.

Esso e definito esclusivamente per a positivo ediversodale
per b positivo qualsiasi. Intal caso (cioe0O<a+1 e b>0)
I'equazione;

x = log, b (15)
ha una ed una sola soluzione che viene appunto indicata con:
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X =log, b O<a+1leb>0 (16)
Osservazione
m Qualunque sialabasea ( purchea>0ea #l) s hasempre
a’=1 percui log,1=0 O<a=z1 (17)
cioeil logaritmoin qualsiasi basedi 1 € 0.
m Qualunque sialabasea ( purchea>0ea +l) s hasempre
al=a percu log,a=1 O<a=#1 (18)

cioe il logaritmo in qualsiasi base della stessa base e sem-
preuguaead 1.

Avvertenza

Le bas che vengono in pratica utilizzate sono due. La prima e
la base a = 10 che e particolarmente comoda per il calcolo man
uale; I logaritmi calcolati in tale base vengono detti logaritmi
decimali (o anche logaritmi di Briggs).

Piu interessante dal punto di vista teorico, ed e il motivo per
cui nel corso utilizzeremo solo quest'ultima, e la base fornita
da un numero irrazionale, indicato usualmente con e ed il cui
valore approssimato e 2.71828..... .

| logaritmi in base e vengono detti logaritmi naturali o anche
logaritmi neperiani (dal loro inventore G.Napier).

| logaritmi naturali vengono in genere scritti senza indicare la
base, cioe per convenzione:

logh =log, b (19)

Sull'origine e sulle notevoli proprieta del numero e torneremo
ampiamente durante il corso.
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Esempi di logaritmi decimali
* 109,,0.01 =

1 1 _
10010 755 = 10010 ek log,; 1074 = -2

¢ 109,;0.1=

1
10!
* logyy1=10g,,10°=0

1 _
10015 75 = 1060 7= = 1001010 =1 (20)

« log,, 100 = log,;10° = 2



