Radicl, radicali e potenze ad

esponente non intero
Radici:

Dato il numero reale b ed un numero intero positivo n se
esiste un numero reale x tale che:

X1 = b (1)

diremo che b e I'ennesima potenza di x o anche che x e una
radice ennessima di b.

Esempi
(-3)* =81 quindi — 3éunaradicequartadi 81
3% = 81 quindi 3é&anch' essaunaradicequartadi 81
(-=3)>=—-27 quindi —3& unaradice
terza(s diceanchecubica) di — 27

2% = 4 quindi 2 & unaradiceseconda

(s diceanchequadrata) di 4
(-2°)=4 quindi -

2 e un'dtra radice quadratadi 4

(2)

Come s intuisce dagli esempi precedenti conviene per il
seguito distinguere due casi:

n pari

Come noto se n € pari alloraper qualsiasi reale x s ha sempre:
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xX">0
conil segnougualesolonel casox =0

3)

cioe la potenza con esponente pari di un numero (positivo o
negativo) e sempre positiva.
Cio significa che nell'ambito dei numeri reali sen e pari e
e b<0 nonesisteacun numerorealex tale che x" = b:
cioe non esiste la radice ennesima, con n pari, di un
numer o negativo.
Esempio

1 (-2"%=16

12°=16

non esiste alcun numero realeche

elevato al quadrato diacomerisultato — 16.

(4)

viceversase
e b>0 esistesempre un numero reale positivo x tale che:

X'=Db
main gquesto caso se s consideralil

numerorealenegativo — X, sl haancora:

(-x)"=b (5)
equindi per nparieb >
0 sono sempredefinitedueradici reali di b ed
esse sono semprel ' unaoppostadell’ atra.
Esempi

B || numerob = 16 hadueradici quadrate (n = 2) ;
unapositivadatadax =
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+4 el'dtranegativadatada — x= -4
Infatti : 4° = 16 e (-4)* = 16.
B || numerob = 16 hadueradici quarte (n = 4) ;
unapositivadatadax =
+2el'dtranegativadatada — x= -2
Infatti : 2* =16 e (-2)* = 16.
n dispari

Senedispari alora
X" halo stesso segno di x (7)

Quindi per n dispari e b positivo esiste sempre una radice
reale positiva di b;

per n dispari e b negativo esiste sempre una radice reale nega-
tivadi b.

Esempi
B (-2)°=-8, quindi —2é&laradicecubicadi — 8
1 22 =8, percui2eélaradicecubicadi 8

1 sex=-27, ®)
dlora x = —3; infatti (-3)3 = —27
Riepilogando :
B pernparieb>
O esistono dueradici reali edistintedi b di
ugual e val ore assoluto madi segno opposto
B pernpari eb < 0nonesistealcunaradicerealedi b ©)

B perndispari e bgualsias esisteunaed unasola
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radicerealedi b ed essahalo stesso segnodi b
B perngqualsiasie b =
O laradiceennesimadi zero e zero.
Radicali:

Per indicare una radice ennesima di un numero st usa il sim-
bolo di radicale:

Vb (10)
n sl chiama indice del radicale e b radicando. Per n = 2 in
genere |'indice non viene scritto esplicitamente,

per cui laradice quadratadi b si indicaconil smbolo Vb .
Poiche pero il numero b pudo ammettere piu di una radice
occorre precisare bene il significato del ssmbolo di radicale.

Convenzione sui radicali:
T . n . . .
msenedispari Vb denotal' unicaradice

ennesimareaedi b, laqualeepositivaseb >
O mentreinveceenegativaseb < 0

s senépari eb > Oaloravb denota
laradiceennesimapositiva di b, (11)
mentreinvecelaradicereaenegativa

s denotaconil simbolo — Vb
msenépai eb< Oaloravb éprivo
di significatoin camporeale.
Nota bene:
Hai capito bene la convenzione sui radicali? Vediamo.
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Dato un numero reale qualsiasi x e n pari a cosa e uguale

VX ”? (12)

Non sempre ad x ovviamente, come gualche sprovveduto (per
fortuna sono rarissimi) potrebbe pensare.
Ragiona: sead esempiox=5en=2allora

\/?: 25=+5

e quindi in questo caso effettivamente vV x"=x, masex =
-5d ha

\ (=5)2=y/25 = +5=-(-5) = - x inquanto il smbolo v rap-
presenta sempre la radice positival Per quella negativa

occorre mettere esplicitamenteil meno-v .
In generale quindi:

VX' =[x (13)
Avvertenza:

spesso, inparticolareper leradici quadrate,

s usalanotazione + Vb perindicare

entrambeleradici quadratedi b: quindi

++/b indica, conunsolo simbolo,

ledueradici Vb e — Vb
Quindi e shagliato scrivere ad esempio

V9 =+3 (14)
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in quanto V9 rappresenta la radice positivadi 9 e quindi +3.
E' corretto invece dire che le radici quadrate di 9 sono due e
sono date da

V9 =+3 e -V9 =-3 (15)
che si possono indicare simultaneamente con il simbolo
+v9 =+3 (16)
Esempi
V=27 =
-3 infatti (-3)° =27
V8 =2 " =8
n V16=2 " 2* =16
- V16 = -2 " (- 2)*=16
1 V(-2%=2 : (2)*=
16 = (-2)*
-\ (=2*=-2
" (-2)*=(-2* (17)

come s vede da questi due ultimi
esempi leradici quarte di (-2)*

sono due: la positivay (-2)* =
2 elanegativa—y (—2)* = -2
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1\ -2* nonhasignificato
1\ -2* hasignificato!
E'ugudea v -23.2=-2v2

Radici e frazioni:

Abbiamo visto che dato un qualsiasi numero

razionale (rapporto di numeri interi) g lasuan —

simapotenza(nintero) eancoraun
numero razionalein quanto

p\" p"
[4) =%

E'veroil viceversa?
Cioelaradicen —
esimadi un numero razionale e sempreun razionale
equindi esprimibilecomerapportodi interi ?

Larispostae negativa:

bastapensare che
(comedimostro lascuoladi Pitagora) gia
laradice quadratadi un numerointero

comead esempio v 2 nonerazionale,
non esiste cioe alcunacoppia p eqdi numeri

interi tali ches abbiav2 = g.

7
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Potenze ad esponente frazionario:

A partice dal concetto di radice ennesima si puo definirein
modo coerente la potenza di un numero reale a con esponente
frazionario (razionale). Si pone semplicemente:

an =va (18)
Ricordando le proprieta dei radicali possiamo quindi dire che
an per n dispari e definito per aqualsiasi ed halo stesso segno
di a; invece per n pari an & definita solo pera=0 eds ha
anche an >0 (O seesolosea=0). Dato dlorail numero intero
gualsiasi m e definitala potenza mresimadi an es pone;
ah =(ar) =(Va)" (19)
Attenzione:
an ha dunque significato per tutti gli a per i quali ha signifi-
cato an ; per m= 0 hasignificato solo per a+0.
Nota inoltre che la definizione data e coerente con gquanto
Visto in precedenza per i radicali nel senso che s ha ad
esempio
n 1\Nn n n
at = (') = (Va)

Esempi

: (20)

I
QD
I
Q



prel-5.nb |9

B 252 =(V25) =

-2
[ | 27_%:(\/327) = 2:_1
p 642 =64 =8

B (—64)2 =
v —64 nonhasignificato (non definita)
— 642 = —/64 = -8
643 = V64 =4
~643 = 64 = -4
(~64)3 = V—64 = -4
1 (-2 = (-2 = +2
1 - [ =N (2t =2
1 4
1 [(-2)7] =
(V —2)4 ma+v/ —2 non édefinita
- 1 144
quindi  |[(-2)*|* # [(-2)2| nel sensoche
Il primo membro edefinitoeugualea?2,

mentreil secondo membro non e definito.
Quindi, secondolenostredefinizioni :

-2 =[-2%] = (V=2)'
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sembrerebbe non definita,
masesd riducelafrazioneall' esponentea minimi

termini j — lequindi (-2)* = (=2)t = -2
Attenzione:

Invece di definire an =(va) , come abbiamo fatto,
avremmo potuto porre an =+am. Con tale definizione
(=2)a=[ (-2)4] 1=y/16 = 2, maalora s avrebbe la non
piacevole uguaglianza:

~2=(-2'=(-2% =

\ (=2)* = +2 (amenodi non cambiarela (22)
convenzionesui radicali, chepero
porterebbe ad altri inconvenienti).

E' evidente che tutti i problemi nascono esclusivamente per |
valori di a negativi, e per tali valori e bene essere molto caulti

guando s utilizzano gli esponenti frazionari. Per a =0 s ha
invece

(Va)'=va" a>0 (23)
e quindi
ah = (Va) =va" a=0 (24)

Consolazione: |l fatto che I'uguaglianza precedente sia valida
per a =0 manon per a < 0, comporta l'onere di dover verifi-
care il segno di a prima di applicare la regola. Ma c' una
"consolazione" nel senso che tra poco definiremo anche
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potenze con esponente irrazionale chiudendo il "cerchio" nel
senso che a quel punto sara definita la potenza a® con b
numero reale qualsias (quindi intero o decimale finito, peri-
odico o illimitato non periodico). Perche pero tutti i conti torn-
IN0 senza dovere ogni volta stabilire la natura (intero, razion-
ale, irrazionale) della base a, dovremo limitare le nostre consid:
erazioni esclusivamente ai valori di a> 0, per i quali tutto e
piu semplice.

S potrebbe infine vedere che tutte le regole viste in prece-
denza per gli esponenti interi continuano a valere per gli espo-
nenti razionali (guarda esempi che seguono).

Esempi (non e vietato tentare di svolgere ciascuno di questi
esempi autonomamente!)

1 Vava =

1,1

a‘% a'% — a2tz = gt
3 12 1,2 7
B Va \/az —azaz=az2ts =ags =
6 6 6
va' =y aal =ava a>

0 (per questo motivo+/ a® = a enon

a a=>0

c' ebisogno del modul o)
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2
970.66666... _ o7%5 _ (\3/7) _32_9g
150.765 — 15% = (100\0/E)765
27° B
275

272.2775 = 27%°5 = 273 = (\/3 27) —34=81

T _o7. 27 =27t =27 - (V27
27
27

273
4
27. 273 = 27% 3 = 273 = (\/3 27) =81

2
200 oo o727t — g1
272
2775 272

=7 27275 = 275 = 81
275
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27-1

] — 271 273 =
273
_l+_1 _ _4 _ 3 _4_ _4_ i . 1
27 3_273_(\/27) -3 = 5 =&
271 1
[ | — = T =
273 27273
1 1 1 1 1

27M5 275 (327)4 3t 8l

' srx.\/E:x%

B V27 =3 =3:=3:=V3
-ﬁ:@:@:sﬁ
B V27 = =3%2=3.32 =33
. 3@:(27 )'i
2723 = 275 = \/__ =32=+v3

11 1 1
2723 =275 = ()¢ V27 =35 =32 =3

276 .276 = 276%%6 = 276 = 273 = 3
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Potenze ad esponenteirrazionale:
Cosa significa ad esempio:

aV? (26)
oppure:
a" (27)

cioe potenze in cui I'esponente e irrazionale? E' possibile
definire tali potenze tramite un procedimento di approssimazi-
oni successive al quale faro un cenno con un esempio.

Esempio:

V2 (28)

e, come Visto in precedenza, irrazionale per cui e rappresen-
tato (tramite I'algoritmo di estrazione di radice quadrata: tu
non lo ricordi ma la tua calcolatrice si) da un numero deci-
maleillimitato e non periodico:

V2 =1.414213... ... (29)

possiamo quindi dare delle approssimazioni successive per
difetto (cioe sempreinferiori al numero che vogliamo approssi-
mare) di v2 nel seguente modo:

V2 ~1 conunerroreinferioread 1 =
10°

V2 ~14 conun erroreinferioread 1—10 =
1071

V2 ~1.41 conun
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o 1
f ad — =102
aroreinrgiore 100

V2 ~1.414 con un errore

. . 1 3
inferioread 1000 = 10

V2 ~1.4142 conun errore

. . 1 4
inferioread 10000 — 10

Nota bene: le successive approssimazioni per difetto di

V2 sono numeri razionali (decimali finiti). Dato quindi un
numero reale a >0 ha significato considerare le potenze
SUCCESSIVE:

al

204 = o = (1\0/5)
al4l _ ol — (1%
gl4l4 _ o158 _ (10%
qlA142 _ Hte (100%)

141421 100000
gla142l _ s ( */_a)

14

141

) 1414
) (31)

14142

141421
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ad esempio per a=3d avra
3'=3
14 10 14
314 =30 = (V3] =465

9141 _ 375 — (10\0/5)141 ~ 4.70

31.414 _ 3% _ (10%)1414 ~ 4707

914142 _ g35505 — (100%)14142 ~ 4.72873

9141421 _ 31500 — (10000{)/?)141421 ~ 4.72879

(32)

e naturale a questo punto considerare i numeri reali:
3t=3
314~ 4,65
34~ 470
344 - 4727
314142 . 472873
3141421 . 4.72879

(33)

come successive approssimazioni del numero 3‘/?, ed in gener-
ae
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1

Q

1.4

Q

141

Q

1.414

Q

1.4142

Q

1.41421

Q

successive approssimazioni di aV2:in tutto cio & pero essen-
ziale che siaa > 0, in quanto solo per valori positivi della base
sono definite tutte le approssimazioni. Infatti ad esempio

(riducendo I'esponente a minimi termini)
7

a0 = as = (\5/5 ) (35)
sarebbe definita per a reale qualsiasi (anche negativo essendo
I'indice del radicale dispari). Ma invece la successiva (non
avendo 141 e 100 fattori comuni):

A% _ (”{’/5)141 (36)
sarebbe definita per solo per a non negativi (indice del radi-
cale pari). Per a > 0 invece, come abbiamo visto, non ci sono
problemi: tutte le approssimazioni sono definite (11 motivo per
cui escludiamo a = 0 & poi dovuto a fatto che 0° non hasig-
nificato).

Conclusione:;

perunrealea > 0 eperarede
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gualsias e sempredefinitalapotenza:
aaf
Si puo infine dimostrare che che anche per esponenti reali con-
tinuano a valere tutte le proprieta delle potenze viste finora.
Curiositafinale: le prime 100 cifre decimali di 3v2:

4.72880438783741494789428334041600536683 .
97164242548400007893820640178403127130". (38)
95694467933192221216414



