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A Sia (x1, . . . , xn) un insieme di dati indipendenti e identicamente distribuiti generati da
una v.c. X avente distribuzione di probabilità

P (X = x; θ) =

(
x+ k − 1

k − 1

)
θk(1− θ)x x = 0, 1, 2, . . .

dove k è un numero intero positivo noto.

(X rappresenta il numero di insuccessi osservati prima del k−esimo successo in una
sequenza di v.c. di Bernoulli indipendenti con probabilità di successo pari a θ)

1. Scrivere la funzione di verosimiglianza per θ

2. Determinare una statistica sufficiente

3. Calcolare lo stimatore di massima verosimiglianza per θ

4. Calcolare l’informazione osservata per θ

5. Dimostrare che E(X) = k(1− θ)/θ
6. Determinare un intervallo di confidenza approssimato per θ.

7. Verificare che lo stimatore di massima verosimiglianza, ψ̂ di ψ = (1− θ)/θ è uno
stimatore corretto

8. Sapendo che V ar(X) = k(1 − θ)/θ2, stabilire se la varianza di ψ̂ raggiunge il
limite inferiore di Rao-Cramer

B Sia y = (y1, . . . , yn) un vettore di osservazioni indipendenti dove yi è una realizzazione
da una v.c. Normale con media µ incognita e varianza σ2

i nota

1. Scrivere la funzione di verosimiglianza per µ

2. Calcolare la stima di masima verosimiglianza µ̂

3. Calcolare media e varianza di µ̂

4. Cosa succede a µ̂ quando σ2
n converge a 0? E quando σ2

n diverge a +∞
5. Calcolare media e varianza dello stimatore Ȳ =

∑n
i=1 Yi/n

6. Verificare che V ar(Ȳ ) ≥ V ar(µ̂). (Utilizzare la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz,
(
∑n

i=1 aibi)
2 ≤ (

∑n
i=1 a

2
i ) (
∑n

i=1 b
2
i ) con bi = 1/ai

C Nell’esercizio precedente supponiamo ora che le varianze σ2
i siano pari a σ2h2i con

h1, . . . , hn costanti note ma σ2 incognito

1. Scrivere la funzione di verosimiglianza per µ, σ2

2. Calcolare la stima di massima verosimiglianza per µ e per σ2
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